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摘 要: 本文用有限元软件 COMSOL 模拟矩形腔体内低普朗特数流体流动。在保持瑞利数为的情况下，随着高宽比 ( AR) 的
增加，平均努塞特数 ( Nu) 呈现先增大后减小再增大的趋势，并伴有台阶现象。
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1 引言
矩形腔体内的自然对流由于在工程和科学上的广泛应用而引起
了广泛的关注，其应用领域包括地球物理学、气象学、化学和食品
加工、太阳能和核能系统以及直拉单晶硅的生长等。矩形腔体的长
宽比 AR 可以明显的影响到腔体内部流体的动力学和热力学性能。
对高普朗特数的流体而言，不管是高度或者宽度的影响，已经被很
多科研学者研究的很透彻了。王斌 ( 1 ) 着重研究了宽高比在 0 －
1. 5 之间，Ra 在 103 － 106 之间，Pr 在 0. 707 － 10000 之间的情况，
并且发现了当腔体宽度改变时平均努塞特数呈现一种台阶状下降的
趋势。Lamssadi ( 2) 研究了非牛顿流体在不同宽度的宽型腔体内，
在某一边维持恒定热流时的传热性质。Bejan ( 3 ) 提出了与高型腔
体相关的不同努塞特数解析经验表达式，其结果不仅与实验数据一
致还和数值模拟的结果一致。不管是实验研究还是数值模拟，高腔
体中的流体流动性质都有着广泛的研究。Cormack 已经成功分析
( 4) 和模拟出 ( 5) 扁平容器中自然对流的情况。对于扁平容器里
传热性质，bejan 和 tien ( 6) 对平行流态、中间流态和边界层态的
努塞特数进行了全面的分析，他们的分析能够充分预测实验 ( 7 )
和数值 ( 4) 的研究。Bejan ( 8 ) 设计了一组实验，研究了水在不
同温度壁面的腔体里的传热性质，找到了一个极限条件致使热对流
在热量传输过程中开始占据主导地位。
在研究低普朗特常数流体时，大多数研究集中在振荡的不稳定
性。Busses ( 9) 研究了在低普朗特数限制下流体从下方加热到无应
力边界时对流漩涡的稳定性。Winters ( 10) 研究了液态金属在二维
矩形腔体内 Pr，宽高比和边界对震荡对流的影响。Kamakurua ( 11)
用数值模拟的方法研究过低普朗特数 ( Pr = 0. 01) 流体在水平温度
梯度的矩形腔体内自然对流的振荡现象。Crunkleton ( 12 ) 也用数
值计算的方法计算出 Pr 常数为 0. 008 的流体由稳定转变为震荡的
过程。
本文章中主要研究低普朗特数流体水银 ( Pr = 0. 025 ) ，在矩形
腔体中保证瑞利数和宽度不变的情况下，改变高宽比。探究平均努
塞特数的变化趋势。
2 数学模型
考虑到本论文中低普朗特数流体在矩形腔体里做浮力驱使的流
动，我们给出了系统示意图，和模拟计算时所用的材料相关参数
( 详见图 1，表 1) 。
2． 1 控制方程和初始条件
流体的连续性守恒、动量守恒和能量守恒由下列四个式子来
控制:
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并且流体状态方程描述可以写成如下:
ρ = ρ0 ( 1 － β( T － Tc ) ) ( 5)
基于 L 的 Ra 数定义如下
Ra = gβL
3ΔT
va ( 6)
对于左墙面上时间和空间平均努塞特数计算如下
Nuavg =
1
Δt 
t2
t1Nuavt ( t) dt ( 7)
其中空间平均努塞特数计算如下
Nuavg =
1
H 
H
0 Nu( y) dy ( 8)
而热墙面的努塞特数可以由下面两式表示:
Nu( y) = hLk ( 9)
和
h = － kT
ΔTx x = 0
( 10)
热性质的相关参数 μ，cp 和 k 假定为常数，并且考虑 Boussinesq
近似。
初始条件和边界条件设置如下，
在 t = 0，整个区域的初始温度为 Tc = 293. 15K，初始速度 u = v
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= 0。
当 t0 时，在左边墙面即 x = 0 处温度 Th = 313. 15K，
在右边墙面即 x = L 处温度 Tc = 293. 15K，
在 y = 0 处，温度梯度取 T /y = 0，
在 y = H 处，温度梯度取 T /y = 0。
由于周围四个边界都可作为无滑移边壁，其速度边界条件可设
置如下:
u = v = 0
在右上角取一个点将压力定为 1atm 并将其作为参考值。
图 1 系统示意图
表 1 模拟材料所用参数
性能 水银
cp ( J /kg·K) 193. 52
ρ ( kg /m3 ) 13580. 75
μ × 103 ( kg /m·s) 1. 55
k ( W/m·K) 8. 698
β × 104 ( 1 /K) 1. 803
α × 107 ( m2 /s) 45. 905
Pr 0. 025
2． 2 计算程序
我们的电脑程序是基于 COMSOL 商业计算软件 ［40，41］。简
单的来讲我们是用 Galerkin 有限元计算方法，COMSOL 软件包采用
并行求解器 ( PARDISO) 和牛顿迭代法来计算 p ( x，y ) ，u ( x，
y) ，v ( x，y) ，T ( x，y) ，ρ ( x，y) 的数值解。我们的计算结果
相对容差取 10 －6。
为检验的此次仿真过程中网格密度是否会影响到最终的数值
解。我们将整个求解区域分为两部分，在边界区域采用加密的网格
划分，具体来讲与边界相邻的第一层厚度为 10 －6m，共生长 20 层;
其余部分为非均质的三角形网格划分。分别选取 8 种不同的网格数
目下的数值解，并比较其平均努塞特数。如表二所示，我们发现随
着网格的加密，平均努塞特的变化越来越小。将第 6 组和第 8 组对
比，平均努塞特数相差仅 0. 08%，在保证计算精度与节约计算时间
的两个前提下，本实验中选用第 6 组的网格划分。
表 2 不同程度网格划分下的平均努塞特数
实验组别 单元格数量 平均努塞特数
1 4098 1. 9884
2 6063 1. 9133
3 9862 1. 5204
4 15722 1. 5053
5 22310 1. 5007
6 48324 1. 4981
7 147218 1. 4967
8 357248 1. 4969
3 结果与分析
3． 1 传热性质的讨论
Ra = 106 时的传热特性在下图种已经得到了充分的展示。我们
根据流体流动的稳定性将 AR = 0. 1 － 1. 8 分为区域划分为三个区域。
如图二，区域一是热传导为主的传热区 ( AR = 0. 23 ) ，由于对流传
热逐渐增强，在此区域内 Nuavg 随着 AR 的增加单调递增。区域二是
是以对流为主的周期传热区域 ( 0. 23AR ＜ 0. 27 ) 。传热曲线会出
现一个台阶。即 Nuavg 先急剧上升，然后缓慢下降又上升。此现象的
原因在后续会有解释。区域三依旧是以对流为主的传热区域。Nuavg
随着 AR 的增加先单调递增，达到峰值后在峰值附近震荡。为了探
究 Nuavg 曲线走势背后的原理，我们首先要观测在 AR 变化时速度的
分布图。
图 2 Nuavg 随高宽比 AR 示意图
图 3 不同 AR 下的速度分布图
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我们首先取 t = 80s 时，不同 AR 下的速度分布图。在 AR 较小
的时候，腔体较窄，粘滞力占了上风，致使流动缓慢，传热主要由
热传导完成。最开始有一个漩涡，随着 AR 的增加，对流逐渐增强。
当 AR = 0. 13 漩涡数量变为 6 个，腔体内最大速度由 1. 58 × 103m /s
( AR = 0. 1) 变成了 3. 76 × 103m /s，等到 AR = 0. 14 时漩涡数量变为
4 个，腔内流动速度进一步变大，对流传热也变强。在 AR = 0. 24
时，流动变得不稳定，但其多数时间存在的是图二中的速度分布
图，由 AR 由 0. 23 到 0. 24，漩涡由两个变为一个，对流得到了显著
的加强，故此处平均努塞特数随时间变化曲线中有一个突变点。随
后腔体内液体流动就保持一个漩涡的状态，只是速度慢慢增大，故
平均努塞特数单调递增。
3． 2 流动稳定性的研究
图 4 不同高宽比下平均努塞特数随时间变化的图
图四显示了在足够长时间之后，左边热壁上的平均努塞特数
( Nuavg ) 随时间变化的曲线。当 AR ＜ 0. 24 的时候，平均努塞特数表
现得十分平稳，不会随时间的变化而波动。同时这一段时期流体流
动呈现稳定状态。当 AR = 0. 24 时，平均努塞特数出现了不同于之
前的稳定状态，而是开始了一种有规律震荡，震荡时有大小峰特
性，且振荡周期约为 8s。当 AR = 0. 25 时，努塞特数同样发生有规
律的震荡，但平均努塞特数较 AR = 0. 24 时震动变弱波动稍微下移，
其振荡周期为 7s 左右。当 AR = 0. 28 时，平均努塞特数失去了震荡
的特性，变回稳定的状态。当 AR 增加到 0. 55 的时候，平均努塞特
数再次开始周期性震荡，在这个领域震荡的周期比之前的震荡区域
( 0. 24 ＜ AR ＜ 0. 27 ) 周期要短，这一次振荡周期均在 3s 以内。当
AR ＞ 0. 8 时，平均努塞特数表现出无规律振动状态，传热出现混沌
状态。
结论
探究了低普朗特数流体在矩形腔体内的传热特性，在保持瑞利
数为 106 不变的情况下，改变高宽比，传热性能逐渐上升，由于流
动特性在 AR = 0. 24 处，急剧上升，再缓缓上升最终在最大值附近
来回波动。
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